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Uvod

® Metode racunanja odredenog integrala — Vidjet ¢emo kako se
metode racunanja neodredenog integrala mogu primijeniti na
odredeni integral.

® Nepravi integral — prosirenje pojma odredenog integrala.
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Parcijalna integracija

Parcijalnu integraciju u odredenom integralu moZemo provesti na
dva natina.

1) Mozemo korisiti formulu parcijalne integracije za neodredeni

integral i ‘
/udvuv—/ vdu
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Parcijalna integracija

Parcijalnu integraciju u odredenom integralu moZemo provesti na
dva natina.

1) Mozemo korisiti formulu parcijalne integracije za neodredeni

integral i ‘
/udvuv—/ vdu

2) ili formulu za izravnu parcijalnu integraciju dredenog integrala

b b b
/ udv = uv| — / vdu.
Ja a Ja

Napomena: Granice a i b u gornjoj formuli odnose se na varijablu x.
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Primjer 1
Izraéunajte/ xe Xdx.
0
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Primjer 1
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

1. natin:
Za neodredeni integral imamo
/Xe_XdX = [u =x,dv=¢e "dx;du=dx,v = fe_x}

= —xe * — /—exdx =-—xe *—e *+C.

4/18



Primjer 1
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

1. nadin:

Za neodredeni integral imamo

/Xe_XdX = [u =x,dv=¢e "dx;du=dx,v = fe_x}

= —xe * — /—exdx =-—xe *—e *+C.

Stoga je —xe™* — e™* primitivna funkcija funkcije xe™*. Po

b
Newton-Leibnitzovoj formuli/ f(x)dx = F(x)‘ dobijemo
a

a

3
= —4e 3 4+1.

3
/ xe Xdx = (—xe ¥ —e™¥)
0 0
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Primjer 1
3
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

2. nadin:

b
Koristimo formulu / udv = uv
a

b b
— vdu.
a a
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Primjer 1
3
Izraéunajte/ xe Xdx.
0

2. nadin:

b b
— vdu.
a a

3
/ xe Xdx = [u =x,dv = e Xdx;du = dx,v = —e*X]
0

b
Koristimo formulu / udv = uv
a
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Supstitucija

Kao i parcijalnu integraciju, tako i supstituciju u odredenom
integralu moZemo provesti na dva nacina.

1) MoZemo rijediti neodredeni integral, a potom uvrstiti granice
po Newton-Leibnitzovoj formuli
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Supstitucija

Kao i parcijalnu integraciju, tako i supstituciju u odredenom
integralu moZemo provesti na dva nacina.

1) MoZemo rijediti neodredeni integral, a potom uvrstiti granice
po Newton-Leibnitzovoj formuli

2) ili moZemo raditi “pravu” supstituciju pri kojoj zamijenimo i
granice.

U drugom slu¢aju imamo
b 4(b)
/ F(G00))E (x)dx = [t = d(x). di — &/ (x)dx] = / F(t)dt.

Jo(a)

Napomena: Kod supstitucije je potrebno paziti da funkcija ¢ ima inverz.
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Primjer 2
2
Izraéunajte/ 2x\/x2 — ldx.
-1
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Primjer 2
2
Izraéunajte/ 2x\/x2 — ldx.
-1

1. nadin:

Za neodredeni integral imamo
/2X\/X2 —ldx = [t = x?—1,dt = 2xdx]|
2 2
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Primjer 2
2
Izraéunajte/ 2x4/x2 — 1dx.
1

1. nadin:

Za neodredeni integral imamo
/2X\/X2 —ldx = [t = x?—1,dt = 2xdx]|
2 2
_ — 2\/3 . 2_1)3
—/ﬁdt_3ﬁ+c_3,/(x 13+ C.

b b
Onda po formuli / f(x)dx = F(x)’ vrijedi
a a

2 2 2
2 _ — 2 _1)3 —
/_12X\/X ldx = 3\/(X 1) ‘_1—2\/5.
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Primjer 2
2
Izraéunajte/ 2x4/x2 — 1dx.
-1

2. nadin:

Odmah éemo supstituirati i granice pa imamo
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Primjer 2

2
Izraéunajte/ 2x4/x2 — 1dx.
1

2. nadin:

Odmah éemo supstituirati i granice pa imamo

2
/ 2xV/x2 —ldx = [t = x?—1,dt = 2xdx]|
1

[-1—(-1)>-1=0,
2522 -1=3]

:/3\/Edt: %\/ﬁf =2V/3.
0 0
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Primjer 3

Koristedi integralni racun izra¢unajte povrsinu polukruga radijusa r.
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Primjer 3

Koristedi integralni racun izra¢unajte povrsinu polukruga radijusa r.
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Primjer 3

Koristedi integralni racun izra¢unajte povrsinu polukruga radijusa r.

r
1
P:/ r2—X2dX:[X:I’Sint,dX:rCOStdt]:“.:§r2ﬂ_‘
—r
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Nepravi integral

® Nepravi integral je poopcenje odredenog integrala

/a ’ F(x)dx

kada podruéje integracije ima barem jednu beskonaénu
granicu (a = —o0 ili/i b= 00)

ili kada funkcija unutar podrudja integracije nije omedena
(npr. ima vertikalnu asimptotu).
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Nepravi integral

® Nepravi integral je poopcenje odredenog integrala

/a ’ F(x)dx

kada podruéje integracije ima barem jednu beskonaénu
granicu (a = —o0 ili/i b= 00)

ili kada funkcija unutar podrudja integracije nije omedena
(npr. ima vertikalnu asimptotu).

® Neprave integrale rjeSavamo pomodu limesa.
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Nepravi integral

® Nepravi integral je poopcenje odredenog integrala

/a ’ F(x)dx

kada podruéje integracije ima barem jednu beskonaénu
granicu (a = —o0 ili/i b= 00)

ili kada funkcija unutar podrudja integracije nije omedena
(npr. ima vertikalnu asimptotu).

® Neprave integrale rjeSavamo pomodu limesa.

® Ako je nepravi integral konadan, kazemo da konvergira, a u
protivnom divergira.
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Beskonacne granice

b—oo

. /:Of(x)dx: im /abf(x)dx
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Beskonacne granice

. /awf(x)dx:bin;o/abf(X)dX

. /_b F(x)dx = lim /abf(x)dx

a——0o0
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Beskonacne granice

. /awf(x)dx:bin;o/abf(X)dX

. /_b F(x)dx = lim /abf(x)dx

. a——00

. /Oof(x)dxz/c f(x)dx—l—/coof(x)dx, ceR

—00 -
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Beskonacne granice

. /:Of(x)dx = Jim /ab F(x)dx
. [;f(x)dx = lim_ /abf(x)dx

. /_Zf(x)dxz/c f(x)der/cC><> f(x)dx, ceR

—0o0

Napomena: U zadnjem slu€aju za ¢ mozemo uzeti bilo koji realni
broj. Dobro je uzeti neki ¢ s kojim se lako racuna, npr. ¢ = 0.
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Primjer 4

x4

L.  dx
Izraunajte —.
1
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Primjer 4

L.  dx
Izraunajte —.
1

x4

T ST B
Cbooo )7 xXP T booos 3x3711
1 1 1
=3 =3

12/18



Primjer 5

lpradunait  dx
zralunajte L

—00
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Primjer 5

lpradunait  dx
zralunajte L

—00

_/0 dx +/°° dx
oo 14 x2 T J 14 x2

i O dx L boodx
= lim — im —
a——oo J, 14 x2  booo o 1+ X2
0 _ b
= lim arctgx‘ 4+ lim arctgx‘
a——00 a b—o0 0

= lim (0 — arctga)+ lim (arctgb —0)
a——o0 b—ro0
T

=0 () +(G-0=x
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Beskonacna podintegralna funkcija

® f nije definirana u jednom rubu intervala:

/b f(x)dx = lim_ /Cb f(x)dx

bf(x)dx: lim /Cf(x)dx

a c—b—
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Beskonacna podintegralna funkcija

® f nije definirana u jednom rubu intervala:

/b f(x)dx = lim_ /Cb f(x)dx

bf(x)dx: lim /Cf(x)dx

a c—b—

® f nije definirana u nekoj toki ¢ € [a, b]:

/abf(x)dx: lim /aqf(x)dx+ jim /bf(x)dx

c1—C— co—Cc+ o
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Primjer 6

lzragunait /1 dx
zralunajte —
0o VX
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Primjer 6

lzragunait /1 dx
zralunajte —
0o VX

= li ——l 2
elyino f al—rré] \/>a

=2lim(1-a)=2(1-0)=2

a—>0
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Primjer 7

.. 2 dx
Izraunajte —.
1 X
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Primjer 7

2 d
Izraunajte /
-1

><"><

2
2

C
— lim In\x\‘ ' + lim In|x|
c1—0 -1 =0 o))
lim (I —Inl lim (In2 —In|c
q@o( nlcy| —In )+<:2|—>0( |c2])

= (—00—0)+ (In2 — (—00)) =00 — 00+ In2
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Primjer 7

2 d
Izraunajte /
-1

><"><

(o] X

c1 2

— lim In\x\‘ + lim In|x]’
c1—>0 -1 C2—>0 ()

lim (I —Inl lim (In2 —1

cllmo( nlc|—Inl)+ 62@0( n nlcl)

=(—00—0)+ (IN2—(—00)) =00 — 00+ 1In2

Integral divergira.
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Zadatci

1. lzralunajte

™

(i /7 x cos xdX,

0
¢ (Inx)3
(i) %dx.
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Zadatci

2. Geometrijski interpretirajte i izraunajte

0
/ e dx
—OoQ
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Zadatci

2. Geometrijski interpretirajte i izraunajte
0
/ e3Xdx
— o0
1

3. lzratunajte povrdinu ispog grafa funkcije f(x) = 5 za x > 1.
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